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Capitulo 1

Sistemas de Equacoes Lineares

Aborda-se um processo sistematico de resolucao de
sistemas de equacodes lineares- Método de eliminacao de
Gauss Jordan

® Uma equacdo da recta em R? pode ser dada pela expressio
ax + by = c,

em que a, b nao sao ambos nulos.

Uma equacio geral do plano em R?, pode ser dado pela expressio
Ax+ By + (z =D,

em que A, B, C nao sao todos nulos.

Definicao:

Uma equacao linear nas n variaveis xi. x2, ..., X, € uma equacao da forma

aixy + axxo + ... +apx, = b,

em que ai. as, ..., a, Sao constantes, nao todas nulas,(a que chamaremos
coeficientes) e b é outra constante (a que chamaremos termo
independente).

As variadveis xi, X2, ..., X, designam-se por incégnitas.

No caso de b = 0, teremos a equacao linear

aiXi + axxe + ... + apXp = 0. Equacéo Linear

Homogénea



Definicao:
A uma coleccao finita de equacdes lineares chama-se sistema de

equacoes lineares.
Termos independentes

'
ai1xy + apXxo + ... + aipX, = b

o

dm1X1 + dm2X2 + ...+ dmnXn — bm

Sistema de m equacdes lineares e
n incognitas X1, X2,...Xn

\

Definicdo: (Conjunto-solucéao de um sistema)

Uma solucao de um sistema nas incognitas xi. X2, ..., X, € uma sequéncia
de n nimeros s, 5. ..., s, tais que, substituindo em cada equacao
X1,X2, ..., X, POr 51, %2, ..., S, todas as equacdes se transformam numa

proposicao verdadeira.

O conjunto formado por todas as solucoes de um sistema chama-se
conjunto-solucao do sistema.

Exemplo: Para o sistema
X{+Xo+x3 = 2
X1 — X2 +x3 = 0,

?7 x1=0, =1, x3=17 ?7 x1=1 x=0,x3=17

Impossivel (Sem Solugdes )
Classificacao
de sistemas ossivel e determinado ( Com uma s6 solucéo )

Possivel e indeterminado ( Com + de uma solugéo)



Interpretacdo Geometrica do Conjunto solucao
® Interseccio de 2 rectas em R?:

{311X+312y = b
a»Xx +axy = b

Cada solucao deste sistema corresponde a um ponto de interseccao destas
rectas.

Sist. impossivel Sist. possivel e determinado  Sist. Possivel e

Indeterminado
® Interseccio de 3 planos em R3:

aiix + apy +azz = b
ar»1X + azxy + a3z — b
asiX + aszy + aszzz = b3

g nenhuma solucao,

11enhuma sm]u nenhnma -10111 _, 2 planos coincidentes

3 planos par:a]e 2 planos parale paralelos ao outro
uma infinidade de solugdes, uma infinidade de solucdes, uma infinidade de solucoes,
3 planos coincidentes, 2 planos coincidentes a interseccio € uma recta

a Intersecgio ¢ um pla,lm a Intersecgdo € uma recta



S

uma solucao,
nenhuma solucao a intersecgao ¢ um ponto

Resolucéao de sistemas de equcdes lineares

Método de Eliminacdo de Gauss-Jordan

a11X + d12¥ + 3132

by
a1X + agpy + a3z = by
331X + aspy + 333z b

© Trocamos duas equacoes de posicao

@ Substituimos uma equacao, pelo resultado de multiplicarmos essa
equacao por uma constante nao nula

© Substituimos uma equacao, pelo resultado de somarmos um maualtiplo
de outra equacio a essa equacao.

ajix +apy +a13z = by
any +anz = b
a3z = b3 . -
sistema triangular Superior
O 0 O
X = 5
y = 3
zZ = 53

“Solucéao”




Sistemas e Matrizes

Definicao:
Em matematica chama-se matriz a qualquer quadro de niumeros
do tipo

“Matriz com m linhas
e ncolunas” M X n

® Para facilitar os calculos na resolucio de sistemas

anxy +apxo + ...+ axs, = by
am1X1 T am2X2 T ... T ampXn = bm
p— — B T B X 7
11 a1 d1p bl 1
A= B=| X =
X
i am]_ amz amn ) | bm _ — n
“Matriz do simples sistema” “Matriz dos termos independentes”
(Matriz dos coeficientes) (mx 1)
(m > n)
“Matriz das incognitas”
(nx< 1)
\ a11 a12 d1n bl
dml  9m2 dmn bm

. - “Matriz ampliada do sistema”

A8 mx (n+1)



Matriz em Forma de Escada e Escada Reduzida
11 -1
0 2 1

13 Pivot(de uma linha) = O 1° elemento nao nulo da

linha
Definicao:
Dizemos que uma matriz esta em forma _de escada, f.e., se:

®Em duas linhas quaisquer, nao nulas, o pivot da linha inferior ocorre
mais a direita do que o pivot da linha superior.

o : : - : i . :
Em duas linhas quaisquer, n3o nulas, o pivot da linha inferior ocorre
mais a direita do que o pivot da linha superior.

Quais estao em forma de escada?

0 2 3 4 0 2 3 4 1 0 0 0 2 3 4

0 0 0 5§ 0 0 0 O 0 1 0 0 2 0 1

0 0 0 O 0 0 0 6 0 0 1 0 0 0 6
Definicao:

Dizemos que uma matriz esta em forma_de escada reduzida f.e.r., se

estiver em forma de escada com cada pivot igual a 1 e os restantes
elementos de cada coluna, a que pertenca um pivot, iguais a zero.

Quais estdao em forma de escada reduzida?

1 0 2 1 2 0 4 1 0 2 1 01
0 1 0 0 01 -1 0 2 1 0 1 0
0 0 O 0 0 0 O 0 0 0 0 01



Resolucao de sistemas usando a matriz ampliada

¢
aixy +apxe +...+ax, = b
{
L 9m1lX1 T Am2X2 T ... T @mpXp = bm
t 11 12 ... Cln ]
di1 412 ... dlp bl 0 Ca9 ... Cop 9
— .
| dml dm2 - dmn b l o0 o i 0 0 ... Gun| COm |

e l 000

Operacoes do metodo de

eliminacao de Gauss-Jordan 10 .0 s1
01 ... 1] s9
00 ... 1| s,

Transformacoes elementares nas linhas:
@ Trocar duas linhas

@ Substituir uma linha, pelo resultado de multiplicarmos essa linha por
uma constante nao nula

© Substituir uma linha, pelo resultado de somarmos um multiplo de
outra linha a essa linha.

Notacao:
© /i «— [|; para indicar que trocamos a linha / com a linha j.

©Q /; — al; para indicar que multiplicamos a linha i pela constante, nao
nula, a.

Q /i — (l; + bl;) para indicar que somamos a linha i, a linha j depois de
multiplicada por b.



Exercicio 1: Classifique e resolva o sistema

y +2z = %
2x +z = 2
x -y 4z =1

Exercicio 2: Classifique e resolva o sistema

x —y +z =1
2x +z = 2
3x —y 42z = 3.
Exercicio 3: Classifique e resolva o sistema
X 4y —z = 2 11 -1 |2
2y +z = 0 0 2 1 0
x +3y = 3. 1 3 0 3
| 1 1 -1 |2 | 1 1 -1 |2
L 02 1 |0 . 02 1 |0
3 — (I3 — 1 i — (|l — |
S PP P B el I
gue corresponde ao sistema impossivel
X 4y —z = 2
2y +z = 0
0 = 1. cs= 0

® O sistema do exercicio 2, depois do método de eliminagio de Gauss-Jordan,
€ equivalente a

' 1
X —|—%z = 1 ! [_} 51 !
y —%z o * 011 =5 |0
0 = 0 00 0 [0
x,y — lideres

1.1, . .
z — livre CS={UH‘§"*-‘-§""?"’) - z2eC}
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Caracteristica de uma Matriz

Observacao
@ Se aplicarmos o método de eliminacao de Gauss a uma determinada

matriz, obtemos sua forma de escada. Se além deste,
utilizarmos o método\de eliminacao de Gauss-Jordan obtemos a sua

/

So6 existe uma

forma de escada reduzida.
Podem existir varias
Proposicao:

Seja C uma matriz. Qualquer matriz em forma de escada obtida de C,
tem o mesmo numero de linhas ndo nulas.

Definicao:
Seja C uma matriz. Ao nimero de linhas n3o nulas de qualquer sua forma
de escada chama-se caracteristica de C e denota-se por r(C).

Exemplo:
11 -1 . 11 -1
A=10 2 1 0 2 1
13 0| BB g5 4
[ 11 —1 ]
e R
- 02 1 o1y, :
==k oo ol “% o0 0
r(A) =2 r(A) =2
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Exercicio 4:
Determine as caracteristicas da matriz simples e da matriz
ampliada do sistema

I x 4y —z = 2
2y +z = 0
1 x +3y = 3.

r([A|B]) = 3 (ndmero de linhas n3o nulas) e r(A) = 2.

Observacoes:
Se A éuma matrizcom mlinhase ncolunase [A[B] ¢éa

matriz ampliada de um sistema, entéo

@r(A)<n . @ rA)<m. o r(A) <r([A|B])

Discussao de um Sistema

Teorema:

Dado um sistema com m equacdes a n incognitas e sendo A a matriz
simples do sistema e [A|B] a matriz ampliada, ent3o:

1. Se r(A) < r([A|B]), o sistema € impossivel

2. Se r(A) = r([A|B]) = n, o sistema € possivel e determinado

3. Se r(A) = r([A|B]) < n, o sistema é possivel e indeterminado, sendo
n—r(A) o nimero de variaveis livres do sistema a que se chama grau
de indeterminacao do sistema.

Obs: Um sistemas homogéneo € sempre possivel.
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Exercicio 5:
Discutir o sistema nas incognitas x, y.z e nos parametros a e b:
X +y +z — 4
ay +z = 2
(a—1)z = b.
A matriz ampliada é:
1 1 1 4
[AIB] = 0 a 1 2

0 0 a—1 | b

eSea#0ea+#1=— amatriz [A|B] estd em forma de escada —
r(A) = 3 = r([A|B]) =nimero de incégnitas =— sistema é possivel e
determinado.

e Se a = 1, a matriz ampliada é

1 1 1 |4
01 1|2
0 0 0 |5b

Sea=1eb+#0=—= r(A) =2 < 3= r([A|B]) = sistema impossivel.

Sea=1eb=0= r(A) =2=r([A|B]) < 3 =nidmero de incégnitas
— sistema possivel e indeterminado com grau de indeterminacao
n—r(A)=3-2=1.

e Se a = 0, a matriz ampliada é
1 1 1 4
|: 0 0 1 2 | (n3o esta em forma de escada).
0 0 —1 | b
Calculemos a sua caracteristica:
[ 1 1 1 4 -‘ . [ 1 1 1 4 -‘
0 0 1 2 0 0 1 2
oo -1 |b| B=tR) g g0 |bio]
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Sea=0eb+#—-2=— r(A) =2 < 3 =r([A|B]) = sistema impossivel.

Sea=0eb=-2= r(A)=2=r([A|B]) < 3 =ndmero de incégnitas
— sistema possivel e indeterminado com grau de indeterminacao

n—r(A)=3-2=1.

Concluindo,
@ possivel e determinado se (a #0 e a #£ 1),

@ possivel e indeterminadose (a=0eb=—-2)ou(a=1eb=0), em
qualquer dos casos com grau de indeterminacao 1,

@ impossivel se (a=0e b# —2)ou(a=1eb+#0).

Exercicio 6:

Discuta o sistema em funcao do parametro a:
ax —z+(a+ 1w =1
—X+ty+Z+w=a
(a—Dx+y+(a—2)z+2aw =a—2.

Aplicacoes-Cores dos Ecras de Televisao

As cores dos ecras de televisao sao baseadas no modelo de cores RGB
(red, green and blue). Neste modelo, as cores sao criadas a partir das trés
cores: vermelho, verde e azul.

74 (0,0,1)

(1,0,0) 0,1,0) y
| KX
Se identificarmos estas cores com os vectores de R

Definicao

Um vector w de R” é combinacao linear dos vectores vy, vs. ..., v, de R”
se w pode ser expresso na forma
W= CV) + GV 1 ... T CVp €.¢, ..., €R

v



Acor (o, 7.v) édaforma

(0. 3.7) = a(1.0,0) + 3(0,1,0) + ~(0,0, 1), . 3.7

O conjunto ds cores resultantes identifica-se com o cubo:

B=azul azul celeste
(0.0,1) (0,1.1)
|
magenta | anee
(1,0,1) | 1,
L2 ‘4_ Sl
|
1 |G=verde
/ preto (0,1,0)
L (0,0,0)
v
R=vermelho amarelo
(1,0,0) (1,1,0)

A cor cinzenta é A= (1\2,1\2,1\2). Podera ser escrita apenas com
os vectores R,B e amarelo? Qual a intensidade de cada um?

Resposta:
Pretende verificar-se se existem «. 3,7 tal que

L1 = a(1.0,0 7(0.0.1 (1.1.0
555 = (1,0, }—l—( 1)+ ~(L, 1,0)

ou seja, resolver o sistema

O +v =

e
St
|

B | D | o]

1}

-

0

|

p—

o—

Tt
|

Pode a mangenta ser obtida a partir de R,G e Amarelo?
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